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Streszczenie. Mechanika kwantowa wprowadzita nowy zestaw rewolucyjnych idei, takich
jak dualizm korpuskularno-falowy, superpozycja stanow, nieoznaczonos¢, komplementar-
nos¢, splatanie i catkowicie nowe podejscie do prawdopodobiefstwa. Mechanika kwantowa
zostata stworzona w celu wyjasnienia paradoksalnych odkry¢, catkowicie niemozliwych
do wyjasnienia w ramach fizyki klasycznej. Wspotczesnie podobna sytuacje mozemy
znalez¢ w naukach o poznaniu i teoriach decyzji — wiele odkry¢ wydaje sie paradoksal-
nych z punktu widzenia klasycznej teorii prawdopodobienstwa. Na przyktad w pewnych
warunkach ludzie szacuja prawdopodobienstwo koniunkcji zdarzen A i B jako wieksze niz
prawdopodobieristwo z cztonéw koniunkcji, co jest nazywane btedem koniunkgji, w innych
okolicznosciach oceniaja prawdopodobienstwo sumy zdarzen A lub B jako mniejsze niz
prawdopodobienstwo jednego ze zdarzen, co jest nazywane btedem dysjunkcji.

Celem niniejszego artykutu jest oméwienie podstawowych idei programu badawczego
Quantum Cognition, ktory jest zastosowaniem abstrakcyjnego formalizmu mechaniki
kwantowej do modelowania czynnosci poznawczych i procesow decyzyjnych. Kwantowa
teoria prawdopodobienstwa, pierwotnie stworzona w celu opisania pomiaru w mechanice
kwantowej, wydaje sie skutecznym narzedziem w modelowaniu czynnosci poznawczych
i proceséw decyzyjnych.
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1. Wstep. 2. Paradoksy klasycznych modeli poznania i decyzji. 3. Kwantowe modelowanie sadow
probabilistycznych. 4. Podsumowanie.

1. WSTEP

Mechanika kwantowa jest czg¢sto uwazana za przystowiowy ,,gwézdz
do trumny” zdrowego rozsgdku. Obraz §wiata, jaki z niej si¢ wylania,
jest daleki od naszych zdroworozsadkowych wyobrazen, wysoce nie-
intuicyjny, peten zagadek i paradokséw. Werner Heisenberg napisat
kiedys: ,,Przypominam sobie wielogodzinne, przeciggajace si¢ do
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péznej nocy dyskusje z Bohrem, ktére doprowadzaly nas niemal do
rozpaczy. (...) Czy przyroda moze by¢ rzeczywiscie az tak absurdalna,
jak to sic nam wydaje, gdy rozwazamy wyniki do§wiadczalnych badan
zjawisk atomowych?™. Richard Feynman, analizujgc eksperyment na
dwdéch szczelinach, w ktérym elektrony trafiajac na ekran zachowuja
si¢ tak jak klasyczne czastki, natomiast rozktad prawdopodobienstwa
znalezienia elektronéw w poszczegdlnych miejscach ekranu moze
by¢ opisany jedynie w sposéb wlasciwy dla fal (interferencja), okre-
$la zachowanie elektronéw jako ,wariackie” i twierdzi, ze ,nikt nie
rozumie mechaniki kwantowe;j™.

Wirazenie absurdalno$ci wynika gléwnie z powaznych trudnosci
pogladowego przedstawienia sobie, jak ,w rzeczywistosci” prze-
biegaja zjawiska w mikro$wiecie i niezgodnosci ich opisu z logika
klasyczng i prawami klasycznego rachunku prawdopodobienistwa.
Superpozycja stanéw, zgodnie z ktérg jeden i ten sam obiekt moze
znajdowaé si¢ w tym samym czasie w réznych, wykluczajacych sie
nawzajem stanach, jak zywy/martwy kot Schrédingera, kwantowe
splatanie, zgodnie z ktérym w pewnych sytuacjach wtasnosci do-
wolnie odleglych przestrzennie obiektéw pozostajg ze sobg skore-
lowane, pomimo braku jakiegokolwiek oddziatywania mi¢dzy nimi
(co Einstein okreslit jako ,upiorne dziatanie na odlegtosc”), czy tez
kwantowa nieoznaczono$¢ i zaleznos$¢ rezultatéw pomiaréw sprze-
zonych obserwabli od kolejnosci wydaja si¢ catkowicie niezgodne
z tym, jak — naszym zdaniem — rzeczy ,powinny si¢ zachowywac”.

Pomimo paradoksalnych z punktu widzenia zdrowego rozsadku
rezultatéw, mechanika kwantowa pozwolila jednak wyjasni¢ zjawi-
ska, do ktérych zastosowanie metod fizyki klasycznej okazalo si¢
nieskuteczne. Wiemy obecnie, ze wprawdzie pewna klasa zjawisk
w $wiecie makroskopowym moze by¢ poprawnie opisana prawami

1 W. Heisenberg, Fizyka a filozofia, ttum. z ang. S. Amsterdamski, Warszawa 1965, 23-24.
2 R.P.Feynman, Charakter praw fizycznych, thum. z ang. P. Amsterdamski, Warszawa 2000,
136-137.
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fizyki klasycznej, to jednak nie jest ona juz uznawana za teori¢ fun-
damentalng. Zjawiska zachodzace na fundamentalnym poziomie
organizacji materii moga by¢ opisane wylacznie w sposéb kwan-
towomechaniczny. Opis ten ma charakter probabilistyczny, przy
czym — w odréznieniu od praw fizyki klasycznej — pojecie prawdo-
podobieristwa nie wyraza jedynie ,,braku wiedzy” o deterministycz-
nych w istocie procesach, ale ma charakter nieredukowalny. Stosuje
si¢ w nim calkowicie odmienne od klasycznych sposoby obliczania
prawdopodobienstw zdarzen.

Wydaje sie, ze podobna sytuacja, jaka miala miejsce w fizyce po-
czatkéw dwudziestego wieku, ma miejsce we wspdlczesnej psycholo-
gii poznawczej —w literaturze przedmiotu opisano wiele paradokséw
w wydawaniu s3gdéw i podejmowaniu decyzji, szczegélnie w przy-
padku formulowania sadéw probabilistycznych, a takze dzialania
w warunkach ryzyka i niepewnosci. Ludzkie sady i decyzje czgsto
wydaja si¢ nieracjonalne — przynajmniej jesli przyjmujemy klasyczny
model racjonalnosci, w ktérym zakladamy logike klasyczng i kla-
syczny rachunek prawdopodobieristwa. Mozliwe jednak, ze owa
»hieracjonalnos$¢” jest jedynie pozorna i jest przejawem faktu, ze
w ludzkim mysleniu obecne s3 dwie warstwy, czy tez dwa poziomy:
poziom klasyczny, do opisu ktérego stosuje si¢ logika klasyczna,
i klasyczny rachunek prawdopodobieristwa oraz poziom kwantowy,
czego przejawem jest obecno$¢ w formulowaniu sadéw i procesach
podejmowania decyzji typowo kwantowych efektéw, takich jak su-
perpozycja przekonar, zaleznos¢ przekonan od kontekstu oraz efekty
interferencyjne znane z kwantowego rachunku prawdopodobien-
stwa. Jesli tak jest w istocie, to elementy formalizmu mechaniki
kwantowej mozna stosowaé réwniez poza fizyka — do modelowania
czynnosci poznawczych i proceséw decyzyjnych. Tak przynajmniej
twierdza twoércy programu badawczego Quantum Cognition, zgod-
nie z ktérym paradoksalne z klasycznego punktu widzenia ludzkie
zachowania dajg si¢ skutecznie modelowaé przy uzyciu kwantowe;
teorii prawdopodobieristwa.
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2. PARADOKSY KLASYCZNYCH MODELI POZNANIA | DECYZJI

Zgodnie z klasyczng teorig decyzji racjonalny decydent powinien kie-
rowac si¢ zasadg uzytecznosci, wybierajac te opcje, ktére niosg mu naj-
wicksza korzys¢, oraz zasadg prawdopodobieristwa, odrzucajac opcje
malo realne®. Teoria oczekiwanej uzytecznosci (expected utility — EU)
von Neumanna i Morgensterna* zaklada, Ze racjonalna decyzja to
taka, w ktérej decydent powinien wybra¢ opcje, ktéra maksymalizuje
oczekiwang uzytecznoéé, co mozna wyrazi¢ formula®:

EU(act) =% p(E;)-u(act | E;),
i

gdzie p(El.) jest prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia E, nato-
miast u(act|Ez.) korzyscia, jaka uzyskamy, podejmujac dziatanie pod
warunkiem, ze zaszlo zdarzenie E..

Gdyby $cisle stosowac si¢ do powyzszej formuly, nalezaloby po-
stepowac nastepujaco: powiedzmy, ze decydent rozwaza oferty pracy
dwéch firm. Firma A oferuje podwyzke o «, = 20% w ciggu pierw-
szego roku pracy z prawdopodobiefistwem p, = 0,3, natomiast firma B
oferuje podwyzke jedynie o u, = 10% w ciggu pierwszego roku pracy,
ale za to z prawdopodobieristwem p, = 0,8. Zgodnie z klasyczng teorig
decyzji wyboru nalezaloby dokonaé najpierw obliczajac oczekiwang
uzytecznosé, czyli mnozac odpowiednie prawdopodobienistwa przez
wielko§é spodziewanego zysku. Oczekiwana uzyteczno$¢ w przy-
padku firm A4 i B wynosi odpowiednio:

EU(A)=0,2-03=0,06
EU(B)=0,1-0,8=0,08

3 Por. E. Necka, J. Orzechowski, B. Szymura, Psychologia poznawcza, Warszawa 2013, 572.

4 Por. J. von Neumann, O. Morgenstern, Theory of Games and Economic Behavior, New
Jersey 1944,

5 Por. J.R. Busemeyer, P. Bruza, Quantum Models in Cognition and Decision, Cambridge
2014, 255.
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Proste obliczenia pokazuja zatem, ze nieco korzystniejszy okazuje
si¢ wybér oferty firmy B.

Wiadomo jednak, ze ludzie, podejmujac decyzje, na ogét nie wy-
konuja odpowiednich obliczen. Przyczyny tego stanu rzeczy sg roz-
maite: brak czasu pozwalajacego na dokladne rozwazenie wszystkich
mozliwosci i konieczno$é szybkiego dokonania wyboru, brak odpo-
wiedniej wiedzy (na ogél nasza informacja o sytuacji jest niepetna) czy
tez ograniczono$¢ naszych zasobéw poznawczych. Ponadto w wielu
przypadkach prawdopodobieristwa danego zdarzenia po prostu nie da
si¢ §cisle obliczy¢, poniewaz nie mamy do czynienia ze zdarzeniami
powtarzalnymi i — jak w podanym wyzej przyktadzie — prawdopo-
dobieristwo musi by¢ szacowane intuicyjnie.

W zwigzku z powyzszym czesto stosowane sg uproszczone sche-
maty rozumowania, zwane heurystykami®. Stosowanie heurystyk,
charakterystyczne dla wydawania sagdéw probabilistycznych i po-
dejmowania decyzji w warunkach niepewnosci, prowadzi jednak do
tendencyjnosci (bias) w wydawaniu sadéw. Polega ona na systematycz-
nym popelnianiu bledéw okreslonego rodzaju, co nalezy odréznié
od zwyklych przypadkowych bledéw, poniewaz wystepujace bledy
majg charakter uniwersalny.

Jedna z takich heurystyk jest heurystyka reprezentatywnosci. Roz-
wazmy ja na przykladzie gry w Lotto, w ktérej kule z numerami
od 1 do 49 losowane s3 z urny. Prawie nikt nie skresli na kuponie
do gry w Lotto liczb 1, 2, 3, 4, 5, 6, poniewaz ciag taki wydaje si¢
niereprezentatywny dla ciggu losowego, ,nie wyglada” na losowy
i wylosowanie takiego zestawu liczb wydaje si¢ nieprawdopodobne.
Jest to oczywiscie zludzenie, poniewaz prawdopodobieristwo trafie-
nia dowolnej sz6stki liczb jest dokladnie takie samo. Wedlug praw

6 Por. A. Tversky, D. Kahneman, Judgment Under Uncertainty: Heuristic and Biases, Science
185(1974), 1124-1131. Artykut Tversky’ego i Kahnemana Osqdy w warunkach niepewnosci:
heurystykii btedy poznawcze zostat réwniez dotagczony do pracy D. Kahneman, Putapki
myslenia. O mysleniu szybkim i wolnym, ttum. P. Szymczak, Poznan 2013, 559-580.
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kombinatoryki liczbe sposobéw, na jaki £ elementéw moze zostaé
wylosowane ze zbioru 7 elementéw (liczba kombinacji £ elementéw
z n elementéw C* ), opisuje nastepujaca formuta:

i n!

Cn =7 Tu
kl(n—k)!

gdzie n!=1-2-...-n. Po podstawieniu: £ = 6, n = 49 obliczone praw-
dopodobienstwo wylosowania széstki (przy zalozeniu, ze skreslamy
tylko jeden kupon) wynosi:

1
13983816

Szansa gléwnej wygranej jest w przyblizeniu réwna jak jeden
do czternastu milionéw. Wynik oczywiscie nie zalezy od tego, czy
rozwazamy uklad 1, 2, 3, 4, 5, 6, czy tez, powiedzmy, 7, 22, 12, 36,
49, 13 (cho¢ ten ostatni na ogét ,wydaje si¢ bardziej przypadkowy”
niz pierwszy).

p(A) =

Jak wspomniano, stosowanie heurystyk prowadzi do tendencyj-
nosci w wydawaniu sgdéw, czego przykladami sg biad koniunkeji,
btad dysjunkcji, naruszenie zasady prawdopodobieristwa catkowitego
czy efekt kolejnosci. Opiszemy je pokrétce, a nastepnie pokazemy,
jak wystepowanie tego typu efektéw mozna wyjasni¢ modelami
kwantowymi.

Blgd koniunkcji (conjunction fallacy) polega na szacowaniu praw-
dopodobienistwa iloczynu zdarzen p(ANB) wyzej niz praw-
dopodobieristwo jednego z czlonéw koniunkcji p(A4) lub p(B).
Paradygmatycznym przykladem jest tu problem Lindy, opisany przez
Amosa Tverskyego i Daniela Kahnemana’.

7 Por. A. Tversky, D. Kahneman, Judgment Under Uncertainty: Heuristic and Biases, dz. cyt.,
1124-1131; A. Tversky, D. Kahneman, Extensional Versus Intuitive Reasoning: The Conjuctive
Fallacy in Probability Judgement, Psychological Review 90(1984)4, 293-315; A. tukasik,
Umyst a mechanika kwantowa. O zastosowaniu formalizmu przestrzeni Hilberta do



(7] KWANTOWE MODELE POZNANIA | DECYZJI 113

Badanym przedstawiono lakoniczny opis hipotetycznej osoby
o imieniu Linda nast¢pujaco:

Linda jest trzydziestojednoletnig niezame¢zng, bezposrednia i in-
teligentng kobietg. Studiowala filozofie. Jako studentka byla zywo
zainteresowana kwestiami dyskryminaciji i sprawiedliwosci spolecz-
nej. Uczestniczyla réwniez w demonstracjach antynuklearnych®.

Przeprowadzono badania na studentach, ktérzy mieli oszacowad,
ktére z ponizszych zdan jest bardziej prawdopodobne:

1. Linda jest kasjerka bankowg (A).

2. Linda jest kasjerka bankows (A4) i aktywistka ruchu femini-
stycznego (B).

Tversky i Kahneman stwierdzili, ze zdecydowana wigkszo$¢ re-
spondentéw (ponad 85% ze 142 badanych) odpowiedziala, ze bardziej
prawdopodobne jest to, iz Linda jest kasjerka bankowsg i jednoczes-
nie aktywistka ruchu feministycznego, czyli prawdopodobieristwo
iloczynu 4 i B oszacowali wyzej niz prawdopodobieristwo jednego
z czlonéw: p(A N B) > p(A). Oszacowanie to jest oczywiscie nie-
zgodne z prawami klasycznego rachunku prawdopodobienistwa,
poniewaz prawdopodobieristwo iloczynu dwéch zdarzeri 4 i B nie
moze by¢ wieksze niz prawdopodobieristwo kazdego z tych zdarzen
z osobna: p(ANB)< p(A).

Wedlug Tversky'ego i Kahnemana badani ulegli tendencyjnosci
pod wplywem heurystyki reprezentatywnosci: podany opis Lindy
jako osoby wyksztalconej, ktéra uczestniczyta w demonstracjach
antynuklearnych oraz interesowala si¢ kwestiami dyskryminacji
i sprawiedliwosci spolecznej sugerowal, ze ,musi mie¢ co§ wspél-
nego z feminizmem”. Wystepowanie bledu koniunkcji stwierdzono
réwniez w wielu innych przypadkach, jak na przykiad w oszaco-
waniu, Ze jest wysoce prawdopodobne, Ze norwescy studenci majga

modelowania procesow poznawczych, w: Poszukiwania filozoficzne. I. Nauka. Prawda,
red. J. Michalczenia, J. Mizifska, K. Ossowska, Olsztyn 2014, 199-217.
8 Por. A. Tversky, D. Kahneman, Extensional Versus Intuitive Reasoning, dz. cyt., 298.
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jasne wlosy 7 niebieskie oczy’, albo ze sportowiec bedacy w dobre;
formie wygra raczej calg seri¢ zawodéw, niz tylko jedne'®. W kazdym
z tych przypadkéw mamy do czynienia z oceng szansy wystapienia
koniunkcji wyzej, niz jeden z czlonéw koniunkcii.

Efekt dysjunkcji (dysjunction effect) zostal odkryty przez Tversky'ego
i Eldara Sharifa podczas testowania jednej z zasad teorii decyzj,
zwanej ,zasadg pewnosci” (sure thing principle). Glosi ona, ze jezeli
w okolicznos$ciach X preferujesz 4 nad B i w okoliczno$ciach prze-
ciwnych nie-X preferujesz 4 nad B, wéwczas powinienes preferowaé
A nad B nawet wéwczas, jesli nie znasz okolicznosci®. Tversky i Sha-
rif testowali t¢ zasad¢ empirycznie, proponujac respondentom gre,
w ktérej kazdy mégt wygraé 200$ albo przegra¢ 100$. Gra skiadata
si¢ z dwéch etapéw, przy czym badani byli zobligowani do wziecia
udzialu w pierwszym etapie, a nastepnie mieli zdecydowac, czy we-
zmg udzial w drugim. Przedstawiono trzy warianty: w pierwszym
badani byli informowani, ze wygrali pierwsza gre, w drugim byli
informowani o przegranej, w trzecim za$ nie podawano informa-
¢ji na temat wyniku pierwszej gry. Osoby, ktére poinformowano,
ze wygraly pierwsza gre, w wickszosci przypadkéw chciaty zagra¢
jeszcze raz (69%), osoby, ktére poinformowano o przegranej, rtéwniez
w wigkszosci przypadkéw cheialy powtérzy¢ gre (59%), natomiast
osoby, ktérym nie udzielono informacji na temat rezultatu pierw-
szej gry, jedynie w 36% przypadkéw chcialy gre powtérzyé. Skoro
jednak wickszo$¢ badanych podejmowatla decyzje o powtérzeniu
gry zaréwno w przypadku wygranej (okolicznosci X), jak i w przy-
padku przegranej (okolicznosci nie-X), to powinni oni preferowad
decyzje¢ o kontynuacji gry bez wzgledu na okolicznosci, to znaczy
réwniez wéwczas, gdy nie wiedzieli, czy wystapily okolicznosdci X,
czy tez okolicznosci nie-X. Badania jednak pokazaly, ze w przypadku

9 Por. J.R. Busemeyer, P. Bruza, Quantum Models in Cognition and Decision, dz. cyt., 118.
10 Por. E. Necka, J. Orzechowski, B. Szymura, Psychologia poznawcza, dz. cyt., 554.
11 Por. J.R. Busemeyer, P. Bruza, Quantum Models in Cognition and Decision, dz. cyt., 8.
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nieznajomosci rezultatu zdecydowana mniejszos¢ studentéw posta-
nowila kontynuowac gre.

Efekt kolejnosci (order effect) polega na tym, ze udzielane odpowiedzi
zalezg od kolejnosci, w jakiej zadaje si¢ pytania, a zatem réwniez od
kontekstu. Rozwazymy go na konkretnym przyktadzie dotyczacym
badania opinii publicznej w wyborach prezydenckich'. Instytut Gal-
lupa w 1997 r. przeprowadzit badania ponad 1000 oséb, ktére mialy
odpowiedzie¢ na pytanie, czy kandydat jest uczciwy i godny zaufania.
Poréwnywano opinie na temat Billa Clintona i Ala Gore’a. Polowa
z badanych miala odpowiedzie¢ na to pytanie najpierw w odniesieniu
do Clintona, a nast¢pnie w odniesieniu do Gore’a, natomiast drugiej
polowie badanych zadano pytania w odwrotnej kolejnosci. W przy-
padku, gdy badani wypowiadali si¢ na temat jednego kandydata
bez poréwnywania go z drugim kandydatem, Clinton uzyskal 50%
gloséw, natomiast Gore 68%. W przypadku, gdy kontekstem do
oceny jednego kandydata byla uprzednia ocena drugiego pozytywna
ocena Clintona wzrosta do 57% gloséw, natomiast pozytywna ocena
Gore’a zmalata do 60%.

Tendencyjnos¢ w wydawaniu sadéw probabilistycznych wydaje si¢
swiadczy¢ o niepelnej (czy tez ograniczonej) racjonalnosci czlowieka.
Klasyczny model decyzji ma jednak charakter preskryptywny raczej
niz deskryptywny — podaje pewien ,idealny wzorzec” postepowa-
nia, a nie relacjonuje, jak faktycznie ludzie wydaja sady i podejmuja
decyzje. Z punktu widzenia klasycznej teorii decyzji ludzie stosujac
heurystyki zachowujg si¢ nieracjonalnie. Jezeli jednak przyjmiemy
ewolucyjne kryterium racjonalnosci, to znaczy za racjonalne uznamy
»t0, co zwigksza nasze szanse w zmaganiach z wyzwaniami sta-
wianymi przez srodowisko, a nie to, co wynika z abstrakcyjnych
regul wnioskowania i podejmowania decyzji”", to stosowanie heu-

12 Por. Z. Wang, J.R. Busemeyer, A Quantum Ouestion Order Model Suported by Empirical
Tests of an A Priori and Precise Prediction, Topics in Cognitive Science 5(2013)4, 692.
13 E. Necka, J. Orzechowski, B. Szymura, Psychologia poznawcza, dz. cyt., 588.
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rystyk wypadaloby uzna¢ za racjonalne, cho¢ niezgodne z pewnym
teoretycznym wzorcem.

Mozliwe jest jeszcze jedno rozwigzanie — by¢ moze nasze do-
tychczasowe kryteria racjonalnosci pomijaja fakt, ze w procesach
poznawczych wystepuja pewne efekty analogiczne do efektéw cha-
rakterystycznych dla mechaniki kwantowej — superpozycja stanéw
(rozumianych w tym przypadku jako przekonania), interferencja
prawdopodobienstw i zaleznos$¢ przekonan od kontekstu (efekt
kolejnosci).

3. KWANTOWE MODELOWANIE SADOW PROBABILISTYCZNYCH

Mhniej wigcej w tym samym czasie, gdy powstata mechanika kwan-
towa, sformulowano dwie rézne teorie prawdopodobienistwa — kla-
syczng, ktérej autorem jest Andriej Kolmogorow™, i kwantows, ktéra
jest dzielem Johna von Neumanna®.

W aksjomatyzacji Kolmogorowa prawdopodobieristwo zdarzenia
E c Q (gdzie Q jest przestrzenia zdarzen elementarnych) jest funkcja
o warto$ciach w przedziale [0, 1], spelniajaca nastgpujace aksjomaty:

1. 0< p(E)<L1.

2. Jesli zdarzenia A i B wykluczaja si¢ parami (tzn. 4 N B = ),
to prawdopodobienstwo sumy zdarzen jest rtéwne sumie praw-
dopodobieristw: p(Au B) = p(A4)+ p(B).

3. p(Q) =1. Prawdopodobienistwo zdarzenia pewnego réwna
si¢ jednosci.

14 A. Kolmogorov, Foundations of the Theory of Probability, New York 1933.
15 J. von Neumann, Mathematical Foundations of Quantum Theory, Princeton 1932.
16 A. Kolmogorov, Foundations of the Theory of Probability, dz. cyt., 2.
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W kwantowej teorii prawdopodobieristwa podstawowg rol¢ odgrywa
przestrzen Hilberta H". Jest to liniowa przestrzen wektorowa nad
cialem liczb zespolonych. W notacji Diraca elementy tej przestrzeni,
czyli wektory, oznaczamy symbolem | ) (czytaj ,ket” — jest to czeéé
angielskiego terminu oznaczajacego nawias — bracket)'®. Symbol ,bra”
(| oznacza sprzezenie zespolone do keta | ). Przestrzen liniowa V'
jest to zbiér ketéw, dla ktérych zdefiniowana jest suma wektoréw oraz
mnozenie wektora przez skalar, przy czym spelnione sg nastepujace
aksjomaty: jezeli |v> , |[w)eV oraz a,be C (gdzie C jest zbiorem liczb
zespolonych), to:

1 [v)+|w)eV, av)eV.

2. a([v)+|w) =a|v)+alw).

3. (a+b)v)=dav)+bv).

4. a(b|v) = ablv).

5. [¥)+|w)=|w)+ ).

6. [v)+(w)+|u) = (w)+|v) +|u).
7 [)+[0)=[¥).

8. [¥)+|-)=[0).

17 Por.Z. Wang, J.R. Busemeyer, H. Atmanspacher, E.M. Potos, The Potential of Using Quan-
tum Theory to Build Models of Cognition, Topics in Cognitive Sciences 5(2013), 685-686;
J.R. Busemeyer, P. Bruza, Quantum Models in Cognition and Decision, dz. cyt., 89.

18 P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Oxford 1947.
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W teorii kwantowej, obliczajac prawdopodobienistwo zdarzenia,
wykorzystujemy iloczyn skalarny ketéw <v| w> , ktéry jest liczbg ze-
spolona, spelniajaca nastepujace aksjomaty:

1. <v‘ > <v|v> =0 wtedy i tylko wtedy, gdy ‘v>=‘0>.
2. {v[w)=(wp) .
3. <v‘(a‘ >+b‘u>)=a<v‘w>+b<v‘u>.

Jezeli <v‘w> =0, to wektory ‘v) i ‘w} nazywamy ortogonalnymi.
Normg wektora nazywamy wyrazenie:

b=

Jezeli =1, to wektor taki nazywamy unormowanym.

W teorii klasycznej zdarzenia sa reprezentowane przez podzbiory
zbioru zdarzer elementarnych, natomiast w teorii kwantowej zdarzenia
sq reprezentowane przez podprzestrzenie przestrzeni Hilberta. W skon-
czenie wymiarowej przestrzeni Hilberta zbi6r ketéw {| i>,i =1,.,N}
stanowi ortonormalng” baze i kazdy ket moze by¢ przedstawiony
jako kombinacja liniowa wektoréw bazy:

“’)Z ii>:

gdzie wspétczynniki v. s3 sktadowymi wektora w tej bazie.

Jezeli zdarzenia A4 i B s3 reprezentowane przez podprzestrzenie
V1V, przestrzeni Hilberta, to koniunkeji zdarzen 4 i B odpowiada
podprzestrzen rozpi¢ta nad V, NV}, alternatywie zdarzen 4 lub B
odpowiada podprzestrzen rozpigta nad V, UV, natomiast zdarzeniu

19 To znaczy, ze wektory bazy sa unormowane do jednosci i parami ortogonalne.
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przeciwnemu do A, czyli zdarzeniu nie-A, odpowiada podprzestrzen
ortogonalna do V.

Zastosowanie kwantowej teorii prawdopodobieristwa do mode-
lowania czynnosci poznawczych i proceséw decyzyjnych wigze sie
z przyjeciem kilku postulatéw dotyczacych przekonan, ktére wzo-
rowane s3 na postulatach mechaniki kwantowe;j®.

Przekonanie osoby na dany temat jest reprezentowane przez unor-
mowany do jednosci wektor z zespolonej N-wymiarowej przestrzeni
Hilberta |¥). Kazdemu wymiarowi przestrzeni odpowiada wek-
tor bazy |i}, reprezentujacy niepowtarzalny zbiér cech i ich warto-
§ci, stuzacych do charakterystyki sytuacji, ktérej dotyczy pytanie.
W paradygmacie Lindy moga to by¢ na przyklad ,starsza kobieta,
feministka, zame¢zna...” albo ,mloda kobieta, nie feministka, nie-
zamezna...”. Jezeli mamy m cech, z ktérych kazda moze mie¢ 7
warto$ci, wéwczas przestrzen ma N =m" wymiaréw?. W tej samej
przestrzeni Hilberta wektor stanu | W) mozemy zapisa¢ w réznych
bazach, reprezentujacych rézne zbiory cech i ich wartosci.

Ustalenie si¢ przekonania na dany temat albo podjecie decyzji
moze by¢ opisane jako rzutowanie wektora stanu | W) na odpowied-
nig podprzestrzeni przestrzeni Hilberta. Z kazda podprzestrzenia
zwigzany jest operator rzutowy P,, ktéry rzutuje wektor stanu |¥)
na podprzestrzen reprezentujaca zdarzenie.

Dzialanie operatora rzutowego F, =|i)(i| na dowolny ket |¥)
polega wydzieleniu jego czesci skierowanej w kierunku |i):

¥)=i)(i]¥).

Operatory rzutowe odpowiadaja pytaniom elementarnym, na ktére
mozna uzyskaé tylko odpowiedz ,tak” albo ,nie”*. Operator rzu-

P

1

20 Por. J.R. Busemeyer, P. Bruza, Quantum Models in Cognition and Decision, dz. cyt., 117.

21 Por. tamze, 122.

22 Por. |. Biatynicki-Birula, Z. Biatynicka-Birula, Elektrodynamika kwantowa, Warszawa
1974, 16.
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towy jest hermitowski, czyli P' = P, i idempotentny: P? = P. Ostatnia
wlasno$¢ oznacza, ze ponowne rzutowanie na ten sam wektor bazy

nie zmienia juz postaci wektora:

RE, =[i){ili)i]=ila)e)i

|-

Operatorem jednostkowym nazywamy operator:

I =Z|i)(i|.

Jest on réwny sumie operatoréw rzutujacych na calg przestrzen

Hilberta:

Pabel)

Paly)

NIE(A)

.
&

Rys. 1: Geometryczne podej-
§cie do prawdopodobienstwa.
Wektor stanu |W') reprezen-
tuje przekonanie osoby na dany
temat. W tej samej przestrzeni
Hilberta mozemy wybra¢ dwie
bazy A i B reprezentujace po-
zytywne (tak) lub negatywne
(nie) odpowiedzi na pytania
A lub B. Odpowiedzi na py-
tanie odpowiada rzutowanie
wektora |'¥') na odpowiedni

kierunek w przestrzeni Hil-

berta. Prawdopodobienstwo uzyskania odpowiedzi jest réwne kwadratowi

dlugosci rzutu wektora. Rzutowanie bezposrednio na kierunek A4 daje inny

rezultat, niz rzutowanie na kierunek 4 pod warunkiem, ze uprzednio dokonano

rzutowania na kierunek B (efekt kolejnosci).
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Operator I rzutujacy na calg przestrzen Hilberta reprezentuje
pytanie, na ktére odpowiedz zawsze brzmi ,tak”.

Operator [ — P reprezentuje zaprzeczenie pytania P.

Jesli odpowiedz ,tak” na pytanie pierwsze zawsze pociaga za sobg
odpowiedz ,tak” na pytanie drugie, to podprzestrzen, na ktérg rzutuje
P, jest zawarta w podprzestrzeni, na ktérg rzutuje P,.

Pytanie reprezentowane przez polaczenie pytan spéjnikiem ,i”
reprezentowane jest przez iloczyn operatoréw rzutowych P,F, (pod
warunkiem, Ze jest on operatorem rzutowania).

Pytanie reprezentowane przez polaczenie pytan spéjnikiem ,lub”
reprezentowane jest przez sumg operatoréw rzutowych B + P, (pod
warunkiem, Ze jest on operatorem rzutowania).

Prawdopodobieristwo zdarzenia A jest réwne kwadratowi rzutu
wektora stanu na podprzestrzen reprezentujaca to (twierdzenie

Gleasona)®:
o T )

Po rzutowaniu wektora stanu | W) na dang podprzestrzer otrzymu-
jemy nowy wektor stanu P, | ‘P> . Poniewaz rzut wektora ma mniejsza
dlugo$¢ niz ten wektor, nalezy nowy wektor unormowac tak, aby miat
dlugosé jednostkowy (prawdopodobieristwo odpowiedzi na wszystkie
pytania musi sumowac si¢ do jednosci):

ilkd)

0= e

Nowy wektor stanu moze by¢ nastepnie uzyty do oszacowania praw-
dopodobieristwa odpowiedzi na nast¢pne pytanie.

23 Por. A. M. Gleason, Measures on the Closed Subspaces of a Hilbert Space, Journal
of Mathematical Mechanics 6(1957), 885-893 (http://www.iap.tu-darmstadt.de/tqp/
uebungen/qinfol1/Gleason.pdf).
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Analogicznie do klasycznej definicji prawdopodobieristwa aksjo-
maty definicji kwantowej mozna zapisaé nast¢pujgco:

<1.

L 0< p(4)=|P,|¥)

|2

2. Jesli zdarzenia 4 i B wykluczajg si¢ parami (tzn. AN B =0),
to: p(AUB)=p(A)+ p(B).

3. p(H)=1. Prawdopodobieristwo zdarzenia pewnego réwna
si¢ jednosci.

Formalnie aksjomatyzacja von Neumanna bardzo przypomina aksjo-
matyzacje Kolmogorowa, lecz zastosowanie operatoréw rzutowych
i kwantowomechaniczny sposéb obliczania prawdopodobieristwa
prowadza do glebokich réznic migdzy podejsciem klasycznym
a kwantowym.

Przede wszystkim pomiary (lub odpowiedzi na pytania) repre-
zentowane przez operatory nie zawsze sg przemienne. W mechanice
kwantowej definiuje si¢ wielko$¢, zwang komutatorem:

[R,P]=RP, - PR

Jezeli PP, — P,P, =0, to méwimy, ze operatory takie komutujq ze sobg
(sa przemienne). Wéwczas kolejnos¢ dziatania tych operatoréw nie
ma znaczenia: PP, = P,F, . Operatory takie posiadajg wspélng baze
wektoréw wlasnych i reprezentowane przez nie pytania sg kompaty-
bilne. Jezeli FP, — PP, # 0, to operatory takie nie komutujg ze sobg
(nie s3 przemienne — nie posiadaja wspélnej bazy wektoréw wlasnych).
Wtedy PP, # P,P, i rezultat dzialania na dowolny wektor stanu
zalezy od kolejnosci. W mechanice kwantowej fakt ten uwidacznia
si¢ w zasadzie nieoznaczono$ci Heisenberga: istnieja pary wielkosci
fizycznych, zwane sprzezonymi (np. skfadowa pedu czgstki elemen-
tarnej i odpowiadajaca jej sktadowa polozenia), ktérych jednoczesny
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pomiar z dowolng dokladnoscig jest z przyczyn zasadniczych nie-
mozliwy. W takim wypadku kolejnos¢ wykonywania pomiaréw ma
istotne znaczenie.

Podobne efekty mozna stwierdzi¢ w wydawaniu sadéw i podej-
mowaniu decyzji**. Nasze przekonania czgsto zalezg od kontekstu —
odpowiedzi na pytania reprezentowane przez operator F, a nast¢pnie
na pytanie reprezentowane przez operator P, moga dawaé rézne
rezultaty, jesli operatory te nie komutujg ze sobg i reprezentujg nie-
kompatybilne pytania.

Co wiecej, w przypadku gdy operatory nie komutuja ze soba,
nie mozna, scisle rzecz biorac, zdefiniowaé koniunkeji zdarzen, ale
jedynie sekwencje zdarzen®. W podanym przykladzie ilustrujacym
efekt koniunkgji, jezeli na podstawie opisu nabralismy przekonania,
ze Linda jest feministkg, wéwczas reprezentujemy ten stan rze-
czy jako rzutowanie wektora stanu |¥) na kierunek B: Py|¥)=|¥,).
Prawdopodobieristwo otrzymania rezultatu B: P(B) = ‘PB | ‘P)‘ Jezeli
nastgpnie pytamy, czy Linda jest kasjerka bankows, to pozytywna
odpowiedz reprezentujemy jako rzutowanie unormowanego wektora
stanu |¥;) na kierunek 4. Sytuacje mozemy zapisa¢ nastgpujaco:
PAPB“PB>. Gdybysmy zadali tylko pytanie, czy Linda jest kasjerka
bankows (to znaczy bez wezesniejszego pytania o to, czy jest femi-
nistka), wéwczas pozytywna odpowiedz bylaby reprezentowana jako
rzutowanie wektora stanu |¥) bezposrednio na kierunek 4: PA“P>.
Biorac pod uwage fakt, Ze kolejno$¢ zachodzacych tu ,,pomiaréw
kognitywnych” ma istotne znaczenie, moze zdarzy¢ sie, ze:

p(B,A)=|P,P,Y[ = p(4).

24 Por. D. Aerts, L. Gabora, S. Sozzo, T. Veloz, Quantum Structure in Cognition: Fundamen-
tals and Applications, arXiv:1104.3344v1 [cs.All 17 Apr 2011; D. Aerts, S. Sozzo, Quantum
Interference in Cognition: Structural Aspect of the Brain, arXiv:1204.4914v1 [cs:All 22 Apr
2012.

25 Por. J.R. Busemeyer, P. Bruza, Quantum Models in Cognition and Decision, dz. cyt., 121.
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Poniewaz dla niekompatybilnych pytan nie mozemy reprezentowaé
przekonania na temat koniunkcji 4N B, lecz jedynie sekwencje
przekonan ,A4, nastepnie B”, by¢ moze wlasciwsze byloby méwie-
nie o ,efekcie koniunkeji” niz o ,bledzie koniunkcji”. Zastosowane
podejécie pozwala adekwatnie modelowaé wyniki badari psycholo-
gicznych, jesli przyjmiemy, Ze kolejnoéé¢ ustalania si¢ przekonan ma
istotne znaczenie, podobnie jak kolejnos¢ pomiaréw w mechanice
kwantowej. Nasze przekonania zaleza w wielu przypadkach od kon-
tekstu i rezultaty ,pomiaréw kognitywnych” zaleza od kolejnosci,
analogicznie do sytuacji poznawczej w mechanice kwantowej. Po-
dejécie to nie wyklucza oczywiscie istnienia przekonarn ustalonych
i niezaleznych od kontekstu.

Poza efektem kolejnosci cecha charakterystyczna odrézniajaca
kwantowe prawdopodobieristwo od klasycznego s3 efekty interfe-
rencyjne i zwigzane z nimi naruszenie prawa prawdopodobieristwa
catkowitego. W celu ilustracji tego stanu rzeczy rozwazmy dwa przy-
padki®*. W pierwszym po prostu obliczamy prawdopodobieristwo
zaj$cia zdarzenia B. W drugim najpierw stwierdzamy, czy zachodzi
zdarzenie A, czy tez nie-A, a nast¢pnie obliczamy prawdopodobieri-
stwo zdarzenia B.

W pierwszym przypadku prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia
B wynosi:

p(B)=|P,|¥)[.

W przypadku drugim mozemy zaobserwowad najpierw zdarzenie

A, a nastgpnie zdarzenie B z prawdopodobienstwem

2
b

p(4,B)=|P,P,|¥)

26 Por. tamze, 93n.
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albo najpierw zdarzenie 4, a nast¢pnie zdarzenie B z prawdopo-
dobienstwem

p(4.B) =[P, W) .
Catkowite prawdopodobienstwo zdarzenia B wynosi:
pr(B)=P(4,B)+ P(4,B) =|P,P,|¥) \ +|P,P; |\P>\
W mechanice kwantowej pojawiajg si¢ jednak efekty interferencyijne,
co sprawia, ze prawdopodobieristwo zdarzenia B nie jest rtéwne sumie
prawdopodobienstw, jak to ma miejsce we wzorze na prawdopodo-
bieristwo catkowite. Wykorzystujac wlasnosci operatoréw rzutowych,
prawdopodobienstwo zdarzenia B mozemy zapisa¢ nast¢pujgco:
pB) =B =P ) =[PP, + P ) =
(Y|P, + Py)P,P, (P, + P,)|¥) =
=(V|P,P,P,| W)+ (¥ |P, PP W) +
+(W|P,PyPy|W) +(¥|P, PP, | V) =
= (PP ) +[ PPy ) + (Y|P, B,y ) + (P[P P, P | W) =
= p,(B)+Int(B).

Wz6r na prawdopodobienstwo zdarzenia B rézni si¢ od wzoru na
prawdopodobienistwo catkowite o czfon interferencyjny

Int(B) = (¥ |P,P,P,|¥)+(¥|P;P,P,|¥),

ktéry mozemy zapisaé nastepujaco:
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Int(B) = (Y|P, P, P;|¥)+ (Y|P P, P, | W) =
=(¥|P,P,P,|¥)+(¥|P, PP |¥) =
=2| <‘P|PA7PBPA|‘P> |cos Y,

gdzie 4 jest katem fazowym w iloczynie skalarnym <‘I’ |PA7PB P, | ‘P> 7,
Jezeli operatory rzutowe odpowiadajace pomiarom 4 i B komutuja
ze sobg, czyli zdarzenia 4 i B s3 kompatybilne, wéwczas czlon interfe-
rencyjny znika: P, PP, = P, P, P, = 0 (rzutowanie na podprzestrzesi
4, a nastepnie na jej ortogonalne dopelnienie 4 daje oczywiscie zero:
P_P,=0) i prawdopodobienistwo zdarzenia B jest takie samo, jak
w przypadku klasycznym. Dla zmiennych niezgodnych pojawia si¢
jednak czlon interferencyjny, ktéry moze mie¢ warto$¢ dodatnig albo
ujemng, co sprawia, ze kwantowe prawdopodobienistwo rézni si¢ od
klasycznego prawdopodobienstwa catkowitego p,(B):

p(B) = pr(B) + Int(B).

W przypadku operatoréw komutujacych ze sobg odpowiednie
wzory kwantowego rachunku prawdopodobienistwa redukujg si¢
do klasycznych, co oznacza, ze kwantowa teoria prawdopodobien-
stwa jest ogdlniejsza od teorii klasycznej i zawiera ja jako przypadek
szczegOlny.

4. PODSUMOWANIE

Podstawowa teza sformulowana w ramach programu badawczego
Quantum Cognition glosi, ze w procesach wydawania sadéw i podej-
mowania decyzji mozna stwierdzi¢ wystepowanie efektéw typowych

27 Sume liczby zespolonej i jej sprzezenie zespolonego mozna w postaci trygonometrycznej
zapisac jako: z+z" = |z|(cos 3 +isin §) +|z|(cos I —isin §) = 2|z|cos 3.
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dla mechaniki kwantowej — superpozycje przekonar, efekt kolejno-
§ci i zalezno§¢ przekonari od kontekstu oraz efekty interferencyjne
w szacowaniu prawdopodobieristw zdarzen. Efekty te, calkowicie
niezrozumiale z klasycznego punktu widzenia, moga by¢ jednak
adekwatnie modelowane dzigki zastosowaniu kwantowej teorii praw-
dopodobienstwa. Podejscie kwantowe w modelowaniu czynnosci po-
znawczych i proceséw decyzyjnych okazuje si¢ w wielu przypadkach
ogdlniejsze od klasycznego a jednoczesnie daje wyniki takie same jak
podejscie klasyczne w przypadku pytan zgodnych, reprezentowanych
przez przemienne operatory.

Mozna oczywiscie postawi¢ zarzut, ze mechanika kwantowa
z wlasciwymi sobie osobliwosciami opisu zjawisk fizycznych do-
tyczy wylgcznie §wiata atoméw i czgstek elementarnych, w ktérym
rozpatrywane obiekty sg co najmniej dziesie¢ rz¢déw wielkosci mniej-
sze niz podmiot poznajacy, jakim jest czlowiek nalezacy do $wiata
makroskopowego, zatem przenoszenie jej pojec i metod z dziedziny,
w ktérej zostaly stworzone na zupelnie inny obszar jest nieprawo-
mocne. Nie w tym jednak rzecz, aby aparature pojeciowg wypraco-
wang w pewnej dziedzinie bezkrytycznie stosowaé w innej dziedzinie,
dotyczacej calkowicie innej skali zjawisk. Program badawczy, ktérego
jedynie zarys przedstawiony zostal w niniejszym artykule, nie jest
po prostu zastosowaniem aparatu poj¢ciowego mechaniki kwantowej
do modelowania czynnos$ci poznawczych i proceséw decyzyjnych,
lecz polega na konstruowaniu modeli inspirowanych elementami for-
malizmu matematycznego mechaniki kwantowej (teoria przestrzeni
Hilberta i kwantowym rachunkiem prawdopodobieristwa) w kogni-
tywistyce, a takze w sztucznej inteligencji i w przetwarzaniu infor-
macji®®. Warto przy tym przypomnie¢, ze jedna z fundamentalnych
zasad kopenhaskiej interpretacji mechaniki kwantowej, a mianowicie
zasada komplementarnosci Bohra, zaczerpnieta zostala spoza fizyki,

28 D. Aerts, L. Gabora, S. Sozzo, T. Veloz, Quantum Structure in Cognition: Fundamentals
and Applications, arXiv:1104.3344v1 [cs.All 17 Apr 2011.
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a mianowicie z pracy Williama Jamesa The Principles of Psychology®,
za$ podzialy na rézne dyscypliny naukowe, wobec rosnacej interdy-
scyplinarnosci badan, maja wspélczesnie raczej bardziej charakter
administracyjny, niz merytoryczny.

Warto réwniez zwréci¢ uwage na fakt, ze mechanika kwantowa
jest powszechnie uznawana za najdoskonalszg i najdokladniejszg teorie
w historii nauki i — w odréznieniu od mechaniki klasycznej — nie ma
granic stosowalnosci, a przynajmniej granice takie nie sa obecnie znane.
W kosmologii kwantowej na przyklad méwi si¢ o funkcji falowe;j
Wszechswiata, co znaczy, ze aparatura pojeciowa mechaniki kwanto-
wej z powodzeniem stosowana jest nie tylko do opisu elementarnych
sktadnikéw materii, ale takze do opisu najwigkszych ukladéw, jakie
znamy. Jezeli pewne ukiady makroskopowe, wigcznie z podmiotami
poznajacymi, mogg by¢ opisane prawami fizyki klasycznej, to jednak
opis taki zawsze ma charakter przyblizony, poniewaz sama fizyka
klasyczna jest teorig przyblizong. W fizyce powszechnie przyjmuje sie
zalozenie jednosci przyrody, to znaczy zalozenie, ze takie same prawa
obowigzujg w calym Wszechswiecie. Podzial praw na ,klasyczne”
i ,kwantowe” nie moze mie¢ charakteru fundamentalnego, ponie-
waz oznaczaloby to powrét do dawno juz przezwyciezonego obrazu
$wiata Arystotelesa, zgodnie z ktérym zupelnie inne prawa obowiazuja
w $wiecie podksiezZycowym, a zupelnie inne w $wiecie nadksiezyco-
wym. Przy zalozeniu jednosci przyrody i fundamentalnego charakteru
mechaniki kwantowej, zastosowanie jej metod réwniez w dziedzinie
kognitywistyki wydaje si¢ obiecujace, chociaz — trzeba przyznaé — jest
obecnie niezmiernie rzadko wykorzystywane. Na przyklad na XI
Zjezdzie Polskiego Towarzystwa Kognitywistycznego (Bialystok,
22-24 wrze$nia 2016 r.) zaden z wygloszonych referatéw nie doty-
czyl omawianego tu zagadnienia. Réwniez w wydanym w 2016 roku
Przewodniku po kognitywistyce® zaden z tekstéw nie wspomina nawet

29 Por. W. James, The Principles of Psychology, New York 1890, 206.
30 Przewodnik po kognitywistyce, red. J. Brehmer, Krakow 2016.
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o programie Quantum Cognition. Jest to nowy program badawczy, ktéry
nie ma jeszcze dobrze udokumentowanych zastosowari praktycznych,
ale — jak si¢ wydaje — daje interesujace perspektywy.
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QUANTUM MODELS OF COGNITION AND DECISION-MAKING

Abstract. Quantum mechanics introduces a new set of revolutionary principles, such as
wave-particle duality, superposition, uncertainty, complementarity, entanglement, as well as
a fundamentally new approach to probability. Quantum mechanics was created to explain
some paradoxical discoveries that were impossible to understand using classical physics.
Nowadays we have a similar problem in cognition and decision making - there are many
paradoxical findings that seem irrational according to classical probability theory. For
example, under some conditions, people judge the probability of event A and B to be greater
that the probability of A, which is called the conjunction fallacy; or they judge the proba-
bility of A or Bto be less than the probability of A, which is called the disjunction fallacy.

The aim of this article is to describe the Quantum Cognition research program, which
applies the abstract, mathematical formalism of quantum mechanics to cognition and de-
cision making. Quantum probability theory, initially invented to explain some effects on
measurements in physics, appears to be a powerful tool to explain some findings in the
cognitive sciences.
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